Intégration

Exo7

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne

I : Incontournable

Exercice 1

*akx difficile

wadk tres difficile

Etudier I’existence des intégrales suivantes

D(M)ﬁm(x+2—Vﬂ+4»+Q¢h 2)@%]#”@—(1+§Y)dx 3) () [~ dnx gy
) (=) [ (VAT 1- 9x) V" dx 5) (#%) [}F eV gy 6) (**) [y " x " dx
7) () [ w dx 8) () [+ xlzn—xl dx 9) (+%) [+ i}% dx

10) (%) 1y (i 4 1) (%) Jy e d

X

Correction V

12) (55%) [ o=y .

[005713]

Exercice 2

Etudier I’existence des intégrales suivantes.

1) (**%) I [;7 dx (Intégrales de BERTRAND)

)Hl‘—a—) dx

1
x¢1n? x
&ﬁﬂﬁ”(@+;

Correction Vv

2) (¥%) [T (tanx)" dx

4) () 77 dx

1+xb)

[005714]

Exercice 3

(Hors programme) Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

1. (o) /*‘”Slnx Jx
() /+°° sinx dx
0 x4
r 400 s
. (**)/ e" dx
0

(**)jé+wx3snmx8)dx

. (%) /O+mcos(ex) dx
X

i) [ 1 d
( ) /0 1 +x3sin%x

Correction V

6.

[005715]

Exercice 4

Existence et calcul de :


http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

D (*D 1= ) g dx - 2) (tréslong) [, iy dx

3) (5 1) [y ol d D 4 o e 9

5)(k#%) [o m dx  6) (*%) [ m dx

7) (%) [0 oy 4 8) (%) [ (24 (1 +3)In (43)) dr

9) (**1) f+°° x‘i‘f;%“x dx 10) (I tres long) f+°° x’;i‘f dx (calcul pour a € {2 ,2 3})
11) (%) [/% /tanx dx 12) (= 0) [ <= g1 (0 < a < b)
Correction V¥ [005716]

Exercice 5

Deux calculs de I = fon/ 2 In(sinx) dx.

1) (** I) En utilisant J = foﬂ/ 2 ln(cosx) dx, calculer I (et J).
2) (*** ]) Calculer P, = Hk 1 sm (commencer par Pz) et en déduire .
Correction V [005717]

Exercice 6 ** 1

En utilisant un développement de 1—[, calculer fol ll_% dt.

Correction V¥ [005718]

Exercice 7 ***]

Calculer [, =L dt (en écrivant [ = dt = [§ ;L dt — [ - db).
Correction ¥ [005719]

Exercice 8

1) (** I) Trouver un équivalent simple quand x tend vers +oo de e f;r © o= dt.
2) (***) Montrer que f+°° COSX Iy ~ —Ina.

a—0
% ~ L
3) (*) Montrer que fo s +a2 dx Pt
Correction V¥ [005720]
Exercice 9 ***
Etude complete de f : x> J; lm dt.
Correction V¥ [005721]

Exercice 10 ***

(Hors programme) Convergence et calcul de [ 1+°° dx.
Correction V¥ [005722]

()"
X

Exercice 11 ***

Soit f définie, continue, positive et décroissante sur [1, oo, intégrable sur [1,+oo].
1. Montrer que xf(x) tend vers O quand x tend vers +oo.
2. Existence et calcul de [~ x(f(x+ 1) — f(x))dx.

Correction V¥ [005723]



Exercice 12 ***

1. Soit f de classe C! sur R™ a valeurs dans R telle que I’intégrale f0+°° f(x) dx converge en +oco. Montrer
que [, f'(x) dx converge en +oo si et seulement si f(x) tend vers 0 quand x tend vers +oco.

2. (a) On suppose que f est une fonction de classe C2 sur R* a valeurs dans R telle que f et f” admettent
des limites réelles quand x tend vers +oo. Montrer que f tend vers 0 quand x tend vers +oo.

(b) En déduire que si les intégrales [, f(x) dx et [;"" f”(x) dx convergent alors f tend vers 0 quand x
tend vers oo,

Correction V [005724]

Exercice 13 ***
Soit f de classe C? sur R a valeurs dans R telle que f2 et (f”)? soient intégrables sur R. Montrer que f? est
intégrable sur R et que (/7 () dx)2 < (J72 f2(x) dx) (J72 £*(x) dx). Cas d’égalité ?

Correction V¥ [005725]




Correction de ’exercice 1 A

1.

. Lafonction f @ x>

Pour x > 0, x> +4x+1 > 0 et donc la fonction f : x> x+2 —+/x2 +4x+ 1 est continue sur [0, +oo|.

oo _—— 2 = % ~ 1 i
Quand x tend vers +oo, x +2 Vxr+4x+1 Y 32x. Comme la fonction x — = est
positive et non intégrable au voisinage de +oo, f n ?est pas intégrable sur [0; +oo].

Pourx > 1,1 + est défini et strictement positif. Donc la fonction f : x+> e — (1 + %)x est définie et
continue sur |1, —|—oo[.

1\ _ xIn(1+1) _ J1—L4o(l) _ e :
Quand x tend vers oo, (1 + ;) = l+3) —pl-nto(z) = — £ +0( ) puis f(x) Moty 2 Puisque
la fonction x — 7 est positive et non intégrable au voisinage de +oo, f n’est pas intégrable sur [1, +oo[.
. Lafonction f : x+ xljljx est continue et positive sur |0, +oo].

e En 0, “‘x ~Inx et donc f(x) = 0( ) Comme 1 < 1, la fonction x — -~ est intégrable sur un
X0 v 2 \[

voisinage de 0 etil en est de méme de la fonction f.

e En +oo, f(x) ~ lg—j‘ =0 (é) Comme 2 > 1, la fonction x — xiz est intégrable sur un voisinage de +oo

et il en est de méme de la fonction f.
Finalement, f est intégrable sur |0, +-oo].

. La fonction x — v/x + 1 — /x est continue et strictement positive sur [0, +oo[. Donc la fonction f : x —

(V/x+1— /x) est continue sur [0, +oo[.
En +oo, ln(\/x—i— f) 1lnx+ln<(l+%)l/3—1> :%lnx—kln(i%—O(%)):—%lnx—ln3+

O (1). Par suite, \/xIn (Vx+1—/x) = —3/xInx—In3/x+o(1)

Mais alors x? f(x) T exp (—3y/xInx—1In3y/x+2Inx+o(1)) et donc lim, ,wx*f(x) = 0. Finale-

ment f(x) est négligeable devant > en +oo et f est intégrable sur [0, +oo].

La fonction f : x+— e~ V¥~ est continue sur [1,4-oo|.

Quand x tend vers +oo, x> f(x) = exp <—\/x2 —x+21nx> = exp(—x+o(x)) et donc X>f(x) — O.

X—>+-00
f(x) est ainsi négligeable devant > au voisinage de +oo et donc f est intégrable sur |1, +-oo[.

La fonction f : x ~ x~!"¥ est continue sur |0, +oo].
2 . . ez
e Quand x tend vers 0, x~ " = ¢~I""¥ _, 0. La fonction f se prolonge par continuité en 0 et est en

particulier intégrable sur un voisinage de 0.

e Quand x tend vers oo, x2 f(x) = exp (—In*x+ 2Inx) — 0. Donc f est négligeable devant - quand x
tend vers +oo et f est intégrable sur un voisinage de —+oo.

Finalement, f est intégrable sur |0, +oo|.

sin(5x)—sin(3x)
A

La fonction f : x+— est continue sur |0, +oo|.

e Quand x tend vers 0, f(x) ~ 5;273" = xz% > (. Puisque % < 1, la fonction x — ;@% est positive et
intégrable sur un voisinage de 0 et il en est de méme de la fonction f.

e En +oo, |f(x)| < XS% et puisque % > 1, la fonction f est intégrable sur un voisinage de +oo.
Finalement, f est intégrable sur |0, +-oo].

lnx

est continue sur |0, 1[U]1, +oo.

eEnO, f(x) ~—Inx=o0 (\[) Donc f est intégrable sur un voisinage de 0 a droite.

eEnl, f(x)~ 2(&1) ~ % La fonction f se prolonge par continuité en 1 et est en particulier intégrable
sur un voisinage de 1 a gauche ou a droite.

e En 400, x3/2f(x) ~ 1“7" = o(1). Donc f(x) est négligeable devant ﬁ% quand x tend vers +oo et donc
intégrable sur un voisinage de —+oo.

Finalement, f est intégrable sur |0, 1[U]1,+oo].

&

Vi

Lafonctionf : x+—

de f sur |0, +oo].

est continue sur | — oo, 0[U]0, 400 et paire. I suffit donc d’étudier I’intégrabilité



f est positive et équivalente en 0 a droite a f et négligeable devant en +oo d’apres un théoreme de
croissances comparées.

e

Vil

est donc intégrable sur 0, +oo[ puis par parité sur | — oo, 0[U]0, +oo[. On en déduit que [ dx
f g ) puis par p ; ) q o

existe dans R et vaut par parité 2 f0+°° —_ dx.

VI
10. La fonctionf : x+— m est continue et positive sur | — 1, 1], paire et équivalente au voisinage

de 1 a droite a f est donc intégrable sur | — 1, 1].

1
2V/2y/T—x"
11. La fonctionf : x +— 3/%

Xo—X

xz% et au voisinage de 1 a gauche a

est continue et positive sur |0, 1[, équivalente au voisinage de 0 a droite a

W. f est donc intégrable sur 0, 1].

12. La fonctionf : x> est continue et positive sur |0, 1].

En 0, arccos(1 —x) = o(1). Donc arccos(1 — x) ~ sin (arccos(1 =/1-(1-x2=V2x—x2 ~
V2V
Donc f(x ) f 75 ot f est intégrable sur |0, 1].

Correction de ’exercice 2 A

1. Pour tout couple de réels (a,b), la fonction f : x+— — 5 est continue et positive sur [2, +eo[. Etudions
I’intégrabilité de f au voisinage de +oo.
ler cas. Sia > 1, x(@tD/2f (x) = —L_— & 0car %! > 0 et d’apres un théoréme de croissances
x@=D/2mbx o feo
comparées. Donc f(x) =0 (W) Comme “*1 > 1, la fonction x — 757 +1 7 est intégrable sur un
X—r+oo

voisinage de +oo et il en est de méme de f. Dans ce cas, f est intégrable sur [2,+co].

N . (1—a)/2 s
2eme cas. Sia < 1, x("“)/zf(x) -1 — oo car 154 >+ > 0 et d’apres un théoreme de croissances

Inx x 1o

comparées. Donc f(x) est prépondérant devant e +1 777 €n +o0. Comme “*1 < 1, la fonction x — W
n’est pas intégrable sur un voisinage de +oo et il en est de méme de f. Dans ce cas, f n’est pas intégrable
sur [2,+-oo].

3eme cas. Sia = 1. Pour X > 2 fixé , en posant r = Inx et donc dt = < on obtient

X 1 _ rInX ar
b I dx = Jiny -

Puisque InX tend vers 4o quand X tend vers +oo et que les fonctions considérées sont positives, f est
intégrable sur [2,+oo[ si et seulement si b > 1.

En résumé ,

la fonction x — — - est intégrable sur [2,+oo[ si et seulement sia > 1ou(a=1eth > 1).

(En partlcuher la fonction x —
devant . L €N +o0).

xlnx n’est pas intégrable sur voisinage de 4o bien que négligeable

2. Pour tout réel a, la fonction f : x> (tanx)“ est continue et strictement positive sur |0, % [. De plus,
pourtoutréelxde]O 2[ onaf( x):ﬁ.

¢ Etude en 0 a droite. f(x) ~ x“. Donc f est intégrable sur un voisinage de 0 a droite si et seulement
X—
sia>—1.
e Etude en Z a gauche.f(x) = 7 ! PN (2 —x) ~“. Donc f est intégrable sur un voisinage de Za
) x—

s
2

S

gauche si et seulement si a < 1.
En résumé, f est intégrable sur |0, % [ si et seulement si —1 < a < 1.

3. Pourx > 1, 1 —i— = est défini et strictement positif. Donc pour tout couple (a,b) de réels, la fonction
frx—=(1+ ;) Y —a— ; est continue sur [1, 4o
En+oo, (1+1)In(1+1) = (1+1) (1 +0(%)) =+ +0(%). Donc



f) = (1—a)+=tt+0(L).

X—+o0 X

e Sia # 1, f aune limite réelle non nulle en 4o et n’est donc pas intégrable sur [1,+ool.
eSia=1letb#1, f(x) et 1%}’ En particulier, f est de signe constant sur un voisinage de +oo et
n’est pas intégrable sur [1,+oo].
eSia=b=1,f(x) = O (xiz) et dans ce cas, f est intégrable sur [1,+oo].
X—r-o0
En résumé, f est intégrable sur [1,+oo[ si et seulementsia =b = 1.
4. Pour tout couple (a,b) de réels, la fonction f : x> W{H”) est continue et positive sur |0, +oof.
¢ Etude en 0.
-Sib >0, f(x) oot i, et donc f est intégrable sur un voisinage de O si et seulement si a < 1,

-sib=0, f(x ) ~, 2@ x,,, et donc f est intégrable sur un voisinage de O si et seulement si a < 1,

-sib <0, f(x) N, 1 et donc f est intégrable sur un voisinage de 0 si et seulement si a+ b < 1.
X—

e Etude en +oo.

-Sib >0, f (x) et donc f est intégrable sur un voisinage de +-oo si et seulement sia+b > 1,

40 xﬂ+b$

-sib =0, f(x) ~ ﬁ, et donc f est intégrable sur un voisinage de 4o si et seulement si a > 1,
X—

-sib <0, f(x) ~ Xia, et donc f est intégrable sur un voisinage de +oo si et seulement si a > 1.
x—

En résumé, f est intégrable sur |0, +oo[ si et seulement si (b >0eta<l)ou(b<Oeta+b<1))et
(b>0eta+b>1)ou(b<0eta>1))cequiéquivauta (b >0eta+b>1leta<l)ou(b<Oet
a>leta+b<1).

Représentons graphiquement I’ensemble des solutions. La zone solution est la zone colorée.

N b i
\\ 2 =+ |
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Correction de I’exercice 3 A

1. Soient € et X deux réels tels que 0 < € < X. Les deux fonction x — 1 —cosx et x — % sont de classe C!
sur le segment [€,X]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X sinx __ [l—cosx X 1-— cosx l—cosX _ 1— cose X 1— cosx
Jo S dx= [1E0 } +fe —a dx= % + Jo 5 dx.

1— cosx

ﬂ est continue sur |0, +oo, est prolongeable par continuité en O car lim,_,o —* =

e La fonction x —

2 et donc mtegrable sur un voisinage de 0, est dominée par 2 en +oo et donc intégrable sur un V01smage

de +oo. La fonction x — IC& est donc intégrable sur |0, +oo[ et [X ! —3** dx a une limite réelle quand

€ tend vers O et X tend vers +<>°.

o [ 105X | < £ et donc limy o0 152X = 0.
1—cosée 1—cose
o — = i 5 etdonc limg,, ——2>= = 0.

On en déduit que f0+°° % dx est une intégrale convergente et de plus

+oo smx +o0 1—cosx Cosx ) 29111 x/2 ) 2sm +oo qmz( )
Jo =/ 0 o dx= )T = 2w 9 gy = - du.

6



Lintégrale [, S dx converge et de plus fo™ S8 dx = [F L2688 gy = [ S 7y,

2. Lafonction f : x+ 82 est continue sur |0, +-oo.

e Sur |0,1[, la fonction f est de signe constant et I’existence de limg_>0 fgl f(x) dx équivaut a l’intégra—
bilité de la fonction f sur |0, 1]. Puisque f est équivalente en 0 a xa —, l'intégrale impropre fo f(x) dx
converge en 0 si et seulement si @ > 0. On suppose dorénavant a > 0.

e Soit X > 1. Les deux fonction x — —cosx et x — X% sont de classe C' sur le segment [1,X]. On peut

donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X sinx cosx "X cosx cosX X cosx
Ji 8 dx = [= ] aly S +cosl—a [ ST dx.
Maintenant, };‘fﬁﬂ < x%“ et puisque a+ 1 > 1, la fonction x — 57 est intégrable sur un voisinage de

+o00, On en déduit que la fonction X jIX o1 dx a une limite réelle quand X tend vers +oo. Comme

co% X

d’autre part, la fonction X — — +cos 1 a une limite réelle quand X tend vers +oo, on a montré que
I’intégrale impropre [ 1+°° fx) dx converge en +-oo.

Iintégrale f0+°° Si% dx converge si et seulement si a > 0. I

3. Soit X un réel strictement positif. Le changement de variables r = x? suivi d’une intégration par parties
fournit :

Finalement

X ix? S CP i X i 1 X et
[X e dx = [ zﬁdt_§<—ﬁ+e—2 X di

Maintenant, limy o £ T =0 car \F‘ = - D’autre part, la fonction 7 — 5 /2 est intégrable sur [1, +oo|

car = ﬁ% Ainsi, f] ¢ dx est une mte’grale convergente et puisque d’autre part la fonction

e
72

2 . ,
x> ™ est continue sur [0, +oo[, on a montré que

.o, o 2
Iintégrale f0+ e" dx converge. I

On en déduit encore que les intégrales [, cos(x?) dx et [, sin(x?) dx sont des intégrales convergentes
(intégrales de FRESNEL).

4. Lafonction f : x> x>sin(x®) est continue sur [0, +-oo].
Soit X > 0. Le changement de variables ¢ = x* fournit

JX 3 sin()dx = 1 [ sin(r2) dr = LIm ( S et dt).

N o 12 . z oo .
D’aprés 3), [, e dt est une intégrale convergente et donc [, x% sin(x®) dx converge.

5. La fonction f : x> cos(e") est continue sur [0, 4-oo].
Soit X > 0. Le changement de variables ¢ = e* fournit

¥ cos(e¥) dx = ffx 8L dr.

On montre la convergence en oo de cette intégrale par une intégration par parties analogue a celle de
la question 1). L’intégrale impropre [, cos(e*) dx converge .

1

6. Pour tout réel x > 0, 14+ x3sin®x > 1 > 0 et donc la fonction f : gy

est continue sur [0, 4-oo[.

La fonction f étant positive, la convergence de 'intégrale proposée équivaut a I’intégrabilité de la

fonction f sur [0, +-eo|, intégrabilité elle-méme équivalente a la convergence de la série numérique de
L4 _ rn+Dm 1

terme général u, = [, Ty

Soit n € N*. On a u, > 0 et d’autre part



1

_ rn+D)m 1 .
Up = fnn: 14x3 sin” x dx =

2

fO 1+(u+nm)3 sin”u du

2
< [T 1 _ T/
= fo 1+n373 sin? du Zf l—l—n%nf3 du

911’1 u

/2 1
~<Jo

1+n3n’3(%)

> du (par concavité de la fonction sinus sur [0, 7))

- ! — VT
=2x 2\/mn3/? fO 14v? dv < n3/2 fO 14v? dv = 2n3/2"
Donc, pourn € N*, 0 < u,, < Z\C/Z et la série de terme général u,, converge. On en déduit que la fonction

f:x'_>l+ 3sin

> est intégrable sur [0, 4-o[.

Correction de I’exercice 4 A

Existence et calcul de :

D (*D b= fo” ooy dx
3D fo 7 o

N o a4

oo 1
7) (*%) [y Schaashard 94X

9) (** I) f0+°° xil:(jtar;x dx

11) (%) [/% /tanx dx

2) (trés long) f2 m dx

0 1
4) (**%) fo (x4+1)(x+2)...(x+n) dx
6) (9 Jo™ femrryeen ¥

8) (%) [(F (2+ (1 +3)In (7)) dt

+oo xlnx

10) (I tres long) |, A1)

dx (calcul pour a € {2,2 3})

12) (= 1) [ <= 41 (0 < a < b)

Correction de I’exercice 5 A

La fonction f : x — In(sinx) est continue sur |0, 5]. De plus, quand x tend vers 0, In(sinx) ~ Inx = o (ﬁ)

Par suite, f est intégrable sur] 0, 2]

1. Soient I = foﬂ/ In(sinx) dx et J = fon/ ®In(cosx) dx. Le changement de variables x = 5 —t fournit J

existe et J = I. Par suite,

T
ZI:I+J:/
0

xn2 1
==+

win2

Par suite, | = —*5=.

In(sinxcosx) dx = —

T
3 3 <I+/”/21n(sinu) du> =

miln?2 7r1n2

/2
+ / In(sin(2x)) dx = —
2 0

(1 - / n(sin(x

/ In(sinu)

_) (- dt)> w2

12
7'Cn s

2. Pourn >

(2n—k)m
part, sin ("T

Jo /Zln(smx) dx—fo/ In(cosx) dx = —

2, posons P, = [T}, sin (&2 ) Pour 1 <

wln2
— 5.

kgn—l,ona0</§—’;<§etd0ncP,,>0.D’autre

) = sin (15”) et sin 5 = 1. On en déduit que



=T sin (57),

puis

2n—1 ,ikn/(2n) __ ,—ikm/(2n) 2n—1 2n—1
2 e € —ikm/(2n) 2ikm/(2n
P”_kl:[l 2i 212n1H( ! ),H(l_e Y ))

_ (2i)12”_1( 1)1 (gmim/2y2n H ( 2k (2n) ) _ 22n I:I ( 2k ( 2n))

Maintenant, le polyndme Q unitaire de degré 2n — 1 dont les racines sont les 2n — 1 racines 2n-emes de
I’unité distinctes de 1 est

XL X X2 X2

et donc [T7%," (1 —€¥**/(2")) = Q(1) = 2n. Finalement,

[T sin(5) = P = 22%1”*1:2'@1'

Pour 0 < k < n, posons alors x; = % de sorte que 0 = xp < x; < ... < X, = % est une subdivision de

[0,%] a pas constant égal 2 .

Puisque la fonction x — In(sinx) est continue et croissante sur |0, 5 |, pour 1 <k <n—1,ona 2 In(sin(x;)) <

Jii ' In(sinx) dx puis en sommant ces inégalités, on obtient
2 .
7 1n(P,) < f;//(Zn) In(sinx) dx
De méme, pour 0 <k <n—1, [(*"In(sinx) dx < 7. In(sin(x¢41)) et en sommant
& In(sinx) dx < Z In(P,).

Finalement, Vn > 2, ;- In(P, )+f”/ (2n) In(sinx) dx < 7-1n(P,). Mais In(P,) = lnn— (n—1)In2
et donc 7-In(P,) tend vers quand n tend vers +oo et comme d’autre part, fo ln(smx) dx

tend vers 0 quand » tend vers +oo (puisque la fonction x : +— In(sinx) est intégrable sur } j] ), on a

_7rln2

L P __ rwin2
redémontré que I = — 3=,
Correction de I’exercice 6 A
La fonction f : t — 1“—’ est continue et positive sur |0, 1], négligeable devant % quand ¢ tend vers 0O et

prolongeable par contlnulte en 1. La fonction f est donc intégrable sur |0; 1[.
1ére solution. (2 la main, sans utilisation d’un théoréme d’intégration terme a terme) Pourz €]0,1[ etn € N,

ot s g
Pour 7 €]0,1] et n € N, posons f, (1) = —"Int.
Soit n € N. Chaque fonction f, 0 < k < n, est continue sur ]0, 1] et négligeable en 0 devant % Donc chaque

s _

fonction fj est intégrable sur |0, 1] et donc sur ]0, 1[. Mais alors, il en est de méme de la fonction 7 + - 1 =

4 yr ot*Int et

n+

1
Jo i dt = —Y5_g Jo t*Int dt + [y =0t dr

e Lafonctiong : t+— ”—“’ est continue sur |0, 1 et prolongeable par continuité en 0 et en 1. Cette fonction est

en particulier bornée sur ]0 1[. Soit M un majorant de la fonction |g| sur |0, 1[. Pour n € N,

1 g+l 1
3 e | < a7l (o)] dr < M e dr = 2



i A n+1
Par suite, lim,,_, 1 fol : zfllm dt

= 0. On en déduit que la série de terme général — fol t*1Int dt converge et que
I Int Lo ik

e Soit € €]0, 1[. Pour k € N, une intégration par parties fournit

1
k+1 k+1 k+1
fel(—tklnt) dt = [—’ lm} + —kll fsl *Kdr=¢ Ing + e .
i

1 5 (k+1)?
: 1k _ 1 .
Quand € tend vers 0, on obtient [, (—t“Int) df = (ER)E Finalement,
1 Int 1 4o 1 _ #?
0149 k0k+12_ n=1n2 = 6"

2eme solution. (utilisation d’un théoréme d’intégration terme a terme) Chaque fonction f;, est continue et
intégrable sur |0, 1] et la série de fonctions de terme général f,, converge simplement vers la fonction f sur |0, 1]
et de plus, la fonction f est continue sur |0, 1[. Enfin

o ()] dt = L% ke < +oe

D’apres un théoreme d’intégration terme a terme, fol f(t)dt =Y, o fult) dr = .

Correction de ’exercice 7 A

La fonction f : t+— % est continue sur |0, 1[, prolongeable par continuité en O et 1 et donc est intégrable sur
10, 1].

Soit x €]0, 1[. Chacune des deux fonctions  +— - et — E se prolonge par continuité en 0 et est ainsi intégrable
sur ]0,x]. On peut donc écrire

1
fleml fo Inz t_fgﬁd"

(3N . z . 2
Dans la premiére intégrale, on pose u = 12 et on obtient [ ;- df = [if m%%) dt = [ i du et donc

1 1 1
f(;f t]n dr = fO Int dr — fgm dr = jx lnt dr.

On note alors que, puisque x €]0, 1[ x? < x. Pour t € [x? x] onatlnt <0 et donc <Lo=L @y puis

t]nt = tlnt Int = In
dt <[5 dt <[5 tlm dt et donc

par croissance de I'intégrale, [ T

x? tlnt
2fx2 1 dt < fx2 1 dix < fxz 1 dt
X Jx tins Sy I XXy g

Maintenant, f M dt =1In|In(x?)| —In|Inx| = In2 et on a montré que, pour tout réel x de |0, 1],

tlnt

2 < [ =L dr < xIn2

Int

Quand x tend vers 1, on obtient

11—
Jo 5= dt =1n2.

Correction de ’exercice 8 A

—12

1. La fonction 7 — e~"" est continue, positive et intégrable sur [0, +eo[. De plus, quand ¢ tend o,

10



-2 1 d 1 -
e ! N(1+72):E(—27€ I).

D’apres un théoreme de sommation des relations de comparaison, quand x tend vers oo,

X

oo _42 oo _2/ 2
[Feedt~ [F (—%e ’) dt = 3¢,

et donc

2 o _42
e [FTe ™ dt ~

1
Xx—>foo 2X°

2. Pour a > 0 fixé, fa+°° 2% dx converge (se montre en intégrant par parties (voir exercice 3)) puis

+° cosx a4 cosx e cosx 4 cosx
/ —dx=— —dx+/ —dx = —/ —dx+0(1)
a X 1 X 1 X a—0 1 X
a] 41—cosx @1 —cosx
= —/ - dx+/ ———dx+0(1) = —lna+/ ——dx+0(1).

a—0 1 X 1 X a—0 1 X

Maintenant, % ~ 5 et en particulier, # tend vers 0 quand x tend vers 0. Par suite, la fonc-
X—

tion x — % est continue sur |0, 1] et se prolonge par continuité en 0. Cette fonction est donc inté-

grable sur ]0, 1] et en particulier, [ 1=5%2 dx a une limite réelle quand a tend vers 0. On en déduit que

e gy =" Ina+ O(1) et finalement
a—

[Feesx gy ~ —Ina
a * a—0

3. Soita > 0.
1 1 L] |l 1 1 _rl 2 1
‘fo ¥+a? dx — ar| ‘fo <x3+a2 o a7> dx‘ - fO (x3+a?)a? dx < a*
1 _ 1 (1L
Donc, [y i dx T.wto (&) ou encore

11 1
fO x+a? dx d—too @

Correction de I’exercice 9 A

e Domaine de définition. Soit x € R.

Six <0, la fonction # — ;.- n’est pas définie sur [x,0[C [x,x?] et f(x) n’est pas défini.

Si0 <x <1, [x?,x] C]0, 1[. Donc la fonction ¢ — ;L est continue sur [x?,x]. Dans ce cas, f(x) existe et est de
plus strictement positif car Inz < 0 pour tout 7 de |0, 1].

Six > 1, [x,x*] C]1,+oo[. Donc la fonction ¢ ~—+ L est continue sur [x,x?]. Dans ce cas aussi, f(x) existe et est
strictement positif.

Enfin, £(0) et f(1) n’ont pas de sens.

f est définie sur D =|0, 1[U]1, 400 et strictement positive sur D.

e Dérivabilité. Soit 7 I'un des deux intervalles |0, 1[ ou |1,+oo[. La fonction ¢ — - est continue sur 7. Soit F
une primitive de cette fonction sur /.

Six €]0,1[, on a [x?,x] C]0,1[ et donc f(x) = F(x?) — F(x). De méme, si x €]1, +oo].

On en déduit que f est de classe C' sur D. De plus, pour x € D,

fl(x) = 20F' (x%) — F'(x) = 25 — L =21

11



e Variations. f’ est strictement positive sur |0, 1{U]1, 4o et donc f est strictement croissante sur |0, 1[ et sur
|1, +oo] (mais pas nécessairement sur D).

e Etude en 0. Soit x €]0,1[. On a 0 < x*> < x < 1 et de plus la fonction 7 — - est décroissante sur [x*

,x] C

. . . Lo . . 2
]0,1[ en tant qu’inverse d’une fonction strictement négative et strictement croissante sur |0, 1[. Donc, =X <

5 > Inx
x 1 X—X :
Jomdt < oGy puis

Vx €]0, 1], $oF < flx) < 22,

Inx

On en déduit que lim,_,o+ f(x) = 0 et on peut prolonger f par continuité en O en posant f(0) = 0 (on note
encore f le prolongement).
Quand x tend vers O par valeurs supérieures, f'(x) = % tend vers 0. Ainsi,
- f est continue sur [0, 1],
- f estde classe C! sur 0, 1],
- ' a une limite réelle quand x tend vers 0 & savoir 0.
D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe C' sur [0,1[ et f/(0) = 0.
e Etude en 1. On a vu a I’exercice 7 que lim,_,; f(x) =1In2 (la limite & droite en 1 se traite de maniére analogue).
On prolonge f par continuité en 1 en posant f(1) = In2 (on note encore f le prolongement obtenu).
Ensuite quand x tend vers 1, f/(x) tend vers 1. Donc f est de classe C' sur R* et f'(1) = 1.
En particulier, f est continue sur R et d’apres plus haut f est st(ri)ctement croissante sur R,
flx

e Etude en oo, Pour x > 1, f(x) > x* —xInx. Donc f(x) et £ tendent vers +eo quand x tend vers +oo. La

courbe représentative de f admet en +o0 une branche parabolique de direction (Oy).

x—1
_ Inx—*—

o Convexité. Pour x € D, f"(x) = =~
En 1, en posant x = 1 + & ou & tend vers 0, on obtient

(141 In(14+h)—h _ (1+h)(h—§+0(h2))—h 1

/! _ —
f1(1+h) = (14+h) I (14+h) 2+o(h?) —2 +o(1).
f est donc de classe C? sur |0, +oo[ et (1) = %
Pour x # 1, f”(x) est du signe de g(x) = Inx— 1+ 1 dont la dérivée est g’(x) = 1 — )% = xx;zl La fonction g est

stictement décroissante sur |0, 1] et strictement croissante sur |1, +eo[. Donc pour x # 1, g(x) > g(1) = 0. On
en déduit que pour tout x €]0, +oo[, f”(x) > 0 et donc que f est strictement convexe sur R,
e Graphe.

12



Correction de ’exercice 10 A

. —1)E® . .
La fonction f : x+— % est continue par morceaux sur [1, 4oo[ et donc localement intégrable sur [1, 4.
Soient X un réel élément de [2, 4o et n = E(X).

S =yt i EU e [ EUE =yl (- Db (14 4) + Y C

_1)EG N . .
Or, an % dx| < X 1 < % Cette derniere expression tend vers 0 quand le réel X tend vers +oo et donc

. —1)EM
limy 4 [, X ED gy = 0.
D’autre part, la suite (( 1)*In (1 + %) ) 4> estde signe alternée et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant.

La série de terme général (—1)¥In (1 + %) k>1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées ou
encore, quand le réel X tend Vers oo, YT ( 1)¥In (1 + ) a une limite réelle.

)“

Il en est de mé&me de f h )2 dx et I’intégrale f 1 dx converge. De plus

1+w(_) dx=13," 1( 1) ln(1+ )

Calcul. Puisque la série converge, on a ¥} % (—1)¥In (14 1) = lim,— o X" (= 1)*In (1 + } ). Pour n € N*,

L) =5 (e g (o)) - ()
1

() = X(iiﬁ’fz) o)

D’apres la formule de STIRLING,

0o (e 1 ()" (Vamn)? _2
24n X ( ) X(2n+1) N300 24)1X (2)471(\/2%)4 X(Zn)_n"

Donc ¥,/ (—=1)"In (1+ 1) =1n (%) et on a montré que

[t CEDFW gy (—

X n=1

"In(1+1)=In(2).

Correction de ’exercice 11 A

1. Puisque f est continue, positive et décroissante sur [1,4-co[, pour x > 2 on a

0 <xf(x) =2 (x—3) f(x) <2[3)p f(t) di =2 (/dintx/2+eof (t) di — [~ f(¢) dr)

Cette derniere expression tend vers 0 quand x tend vers +oo car f est intégrable sur [1,+oo[. Donc si f

est continue, positive, décroissante et intégrable sur [1, 4-oo] alors f(x) L0 (1).

2. Lafonction x — x(f(x) — f(x+ 1)) est continue et positive sur [1,+4-oo|.
Soit X > 1.

1 +1 1
/IXx(f(x)—f(x—l—l))dx:/lxxf(x) dx—/zx+ (x—1)f(x) dx:/lxxf(x) dx—/zx xf(x) dx+ 2X+ f(x)dx
2 X+1 X+1
:/ xf(x) dx—/ xf(x) dx+ f(x)dx
1 2

X

Maintenant 0 < [ ' xf(x) dx < (X +1—X)(X +1)f(X) < 2X f(X). D’apres 1), cette derniére expres-
sion tend vers 0 quand X tend vers 0. Donc, quand X tend vers +oo, [ x(f(x) — f(x+ 1)) dx tend

vers [Cxf(x) dx+ [oF f(x) dx.

13



Puisque la fonction x — x(f(x) — f(x+ 1)) est continue et positive sur [1,-eo[, on sait que x — x(f(x) —
f(x+1)) est intégrable sur [1,oo[ si et seulement si la fonction X — [ x(f(x) — f(x+1)) dx a une
limite réelle quand X tend vers +oo. Donc la fonction x — x(f(x) — f(x+ 1)) est intégrable sur [1,+oo|
et

JEex(f(x) = fx+1)) dx = [Pxf(x) dx+ ;7 f(x) dx.

Correction de ’exercice 12 A

1. Puisque f est de classe C! sur R*, pour x > 0, [; f'(t) dt = f(x) — f(0). Donc I'intégrale [," f'(¢) dt
converge en +oo si et seulement si f a une limite réelle ¢ quand x tend vers +co,
Si de plus I'intégrale [, f(r) dt converge, il est exclus d’avoir £ # 0 et réciproquement si £ = 0 alors
i f(¢) dt tend vers — £(0) quand x tend vers 0. Donc I'intégrale [, f'(t) dt converge si et seulement
si limy 10 f(x) = 0.

2. (a) Soitx > 0. D’apres la formule de TAYLOR-LAGRANGE, il existe un réel 6, €|x,x+ 1|
fa+1) = fx) + (@ 1=2)f'(x) + 5" (6).

ce qui s’écrit encore f'(x) = f(x+1) — f(x) — 1 f”(6.). Quand x tend vers +oo, f(x-+1) — f(x) tend
vers 0 et d’autre part, 0, tend vers +oo. Ainsi, si f et f” ont une limite réelle quand x tend vers +oo,
f' a également une limite réelle et de plus limy, 4o f'(x) = — 3 limy_, o0 7 (x).
Ensuite, puisque pour x > 0, [y f'(¢) dt = f(x) — £(0) et [5 f"(¢) dt = f'(x) — f7(0), les intégrales
Jo " f(t)dret [ () dt convergent et d’apres 1), limy_, 4o f/(x) = 0 (= limy—, o0 £ (x)).

(b) Soit F : x+ [ f(t) dt. F estde classe C? sur R, De plus, F(x) = [y f(¢) dt tend vers [,"™ f(¢) dt
et F”(x) = f'(x) = f'(0) + J5 f"(¢) dt tend vers f'(0) + [,"* f” () dt. Donc F et F" ont des limites
réelles en +o0. D’aprés a), f = F’ tend vers 0 quand x tend vers +oo.

Correction de ’exercice 13 A

Linégalité |ff”| < 3(f>+ f"*) montre que la fonction ff” est intégrable sur R puis, pour X et Y tels que
X <Y, une intégration par parties fournit

Jx F2(x) dx = [f(x) f (0] — fx FO0)f"(x) dx.

Puisque la fonction f'? est positive, I’intégrabilité de f’> sur R équivaut a 1’existence d’une limite réelle quand
X tend vers +oo et Y tend vers —oo de f; f(x) dx et puisque la fonction ff” est intégrable sur R, I’existence
de cette limite équivaut, d’apres 1’égalité précédente, a 1’existence d’une limite réelle en +oo et —oo pour la
fonction ff'.

Si f n’est pas intégrable sur R* alors [, f”2(x)dx = +oo et donc limy_, .« f(x) f'(x) = +oo. En particulier,
pour x suffisament grand, f(x)f’(x) > 1 puis par intégration 1 (f*(x) — f2(0)) > x contredisant I'intégrabilité
de la fonction fZ sur R. Donc la fonction f’ est intégrable sur R* et la fonction ff’ a une limite réelle quand
x tend vers oo,

De méme la fonction f” est intégrable sur R~ et la fonction ff a une limite réelle quand x tend vers —oo.

Si cette limite est un réel non nul ¢, supposons par exemple ¢ > 0. Pour x suffisament grand, on a f(x) f'(x) > ¢
puis par intégration %( F2(x) — f%(0)) > ¢x contredisant de nouveau I’intégrabilité de la fonction f2. Donc la
fonction ff’ tend vers 0 en +oo et de méme en —co.

Finalement, la fonction f'? est intégrable sur R et [*° f2(x) dx = — [T f(x) f" (x) dx.

D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a

(72 2) dx)® = (= 52 F )£ () dx) < (72 £2x) d)® (S22 () ).

Puisque les fonctions f et f” sont continues sur R, on a 1’égalité si et seulement si la famille (f, /") est liée.

14



Donc nécessairement, ou bien f est du type x — Ach(wx) + Bsh(wx), ® réel non nul, qui est intégrable sur
R si et seulement si A = B = 0, ou bien f est affine et nulle encore une fois, ou bien f est du type x —
Acos(wx) + Bsin(wx) et nulle encore une fois.

Donc, on a I’égalité si et seulement si f est nulle.
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